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1 Théoreme d’élimination
Ezxercice 1. Soit I C k[xq,...,z,] un idéal.
1. Montrer que Iy = I Nk[zey1,...,2,] est un idéal de k[zpiq,. .., z5].
2. Montrer que l'idéal Iy11 C k[z¢42,. .., 2,] est le premier idéal d’élimination de Iy C k[zot1,. .., Zn]-

3. En déduire comment appliquer le théoreme d’élimination pour éliminer plusieurs variables.

Ezxercice 2. Soient le systeme d’équations
22 + 2y? =3
2?24 ay+y? =3

et I I’idéal engendré par ces équations.
1. Déterminer des bases de I Nk[z], et de I Nk[y].

2. En déduire I'ensemble des solutions de ce systeme.

Exercice 3. Soit I 'idéal déterminé par les équations
42422 =4, 22+ 27 =5, zz=1.

1. Calculer les idéaux I et Io.
2. Combien le systeme associé admet-il de solutions (x,y,2) € Q3?

3. Combien le systeéme associé admet-il de solutions (z,y,2) € C3?

Ezercice 4. Utiliser le théoréeme d’élimination pour résoudre le systéme suivant dans R? puis dans C3 :

22 +2°2 —y—22 =0
22 - 8y2+10z—1 =0
2 — Txy =0.

Ezercice 5. Soient I et I' deux idéaux de k[zi,...,z,] = k[z]. Soit J = (yI,(y —1)I') € k[y,z].
Montrer que I NI’ est I'idéal d’élimination J,.

Ezxercice 6. Calculer, dans Q[x, y], 'intersection des idéaux

I=(z*-22+y), I'=(2>-2,2—y).

Exercice 7. Ecrire un algorithme qui détermine I'intersection de deux idéaux.



2 Rappel sur les idéaux
Ezercice 8. Soit I un idéal non trivial de k[z1, ..., z,] et soit {y1,..., 9.} C {z1,...,2,}. L’ensemble
des variables {y1, ...,y } est dit indépendant modulo I si I Nk[y] = {0}. La dimension de I est définie
par B
dim I = max{|{y1,...,y-}|, avec {y1,...,y,} indépendant modulo I}.
1. Montrer qu’un idéal propre I est de dimension zéro si, et seulement si, il contient un polynéme
non constant en chaque variable {z1,...,z,}.
2. Soit I un idéal propre de k[x1, ..., z,].
a) Si I est de dimension zéro, montrer que pour tout ordre admissible sur k[z1,...,x,] et pour
toute base de Grobner G de I, pour tout 1 < i < n, il existe g; € G avec LM(g;) = 3"
pour un «; > 0.

b) Supposons qu’il existe un ordre sur k[z1,...,x,] et une base de Grobner G de I telle que
pour tout 1 < ¢ < n, il existe g; € G avec LM(g;) = 27" pour un «; > 0. Montrer que
klx1,...,2,]/T est un k-espace vectoriel de dimension finie.

¢) Sik[xi,...,2,]/I est un k-espace vectoriel de dimension finie, montrer que I est de dimen-
sion zéro.

d) En déduire que I est de dimension zéro si, et seulement si, k[x1,...,2,]/I est un k-espace
vectoriel de dimension finie.

Ezercice 9. Soit I I'idéal de Q[x,y] engendré par y? + 2% et 22 — 2. Montrer que I est un idéal de
dimension zéro.

Ezxercice 10. Quelle est la dimension de I'idéal I de Q[x1, 2, z3] engendré par xqx3 + 23, xoxs +x3 7
Ezercice 11. Ecrire un algorithme qui teste si un idéal est de dimension 0.

Ezercice 12. A un n-uplet f = (f1,..., fn) € k[21,...,2,]™ on associe une application
©Yr - kK" — k"
a= (a’lv"‘van) = (fl(a)v"‘,fn(a))‘
On dit que @y est inversible s'il existe g = (g1,...,9n) € k[z1,...,2,]" tels que @40 ¢ = Idgn, c.-a-d.
si
gi(fla"'afn) = Ty, 1 S ] Sn
Soit I =(y1— f1,--sYn — fn) Ck[z1,.. ., @n,Y1,- .., Yn] muni de Vordre lexicographique.
1. On suppose que la base de Grébner réduite G de I est de la forme
G = {:L'l 7915"'axn79n}-
Montrer que ¢y est inversible.
2. On suppose dans cette question que ¢y est inversible d’inverse ¢,.
a) Montrer que l'ensemble G = {1 — g1,...,%n — gn} est un sous-ensemble réduit de I.
b) Montrer que I Nk[y1,...,yn] = {0}.
¢) En déduire que G est une base de Grobner réduite de I.
d) Montrer que ¢;(f1,..., fn) =z, 1 <i<n.
3. Soit fi,..y fryG1s---s9n € k21, ..., 2y tels que g;(f1,..., fn) =24, 1 <i<n.
a) Montrer que fi(g1,-..,9,) =i, 1 <i<mn.
b) En déduire que ¢4 0 ¢y = Idg» implique ¢ o ¢ = Idgn.
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